INFERENCE DE TYPE

Epreuve orale d’informatique du CCMP

On s’intéresse dans ce sujet au probléme de déterminer automatiquement le type d’une expression,
ou de détecter si elle n’est pas typable, dans un langage typé a la OCaml. Tous les programmes sont
a écrire en OCaml, dans le fichier inference.ml fourni. Ce fichier contient un certain nombre

de tests, qu’il ne faut pas hésiter a compléter avec les votres.

1 Déduction naturelle

On rappelle les regles de la déduction naturelle :
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Regles de la logique classique
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Question 1 Donner une dérivation en déduction naturelle du séquent

F{la=bADb—c)—=(aVd) —c

2 Structure persistante de dictionnaire

Nous aurons besoin dans la suite de dictionnaires pour conserver en mémoire le type d’une variable,
ou représenter une substitution.

Question 2 TImplémenter une telle structure de dictionnaire a 1’aide d’arbres binaires de recherche
dans un type ('a, 'b) dict, 'a étant le type des clés et 'b celui des valeurs. Seules les
opérations de création d’un dictionnaire vide, de récupération de la valeur associée a une clé, et
d’insertion d’une clé et d’une valeur, seront nécessaires.

A tout moment du sujet, on pourra décider de revenir sur cette implémentation pour utiliser des
arbres bicolores a la place.

On précisera la complexité de chaque opération.

3 Inférence avec annotation des parameétres

On va représenter le langage a typer par des objets du type expressionl, pour lesquels on
souhaite déterminer un objet du type typl :

type typl =
| Int (» type de base des entiers *)
| Arrow of typl * typl (» t1 —> t2 %)
| Product of typl % typl (% tl1 = t2 =*);;

type expressionl =

| Var of string

| Const of int

| Op of string (x opérateur prenant un couple d'entiers

et renvoyant un entier #)

| Fun of string » typl *» expressionl ( fun (x : t) —> e #*)

| App of expressionl x expressionl (x» el e2 %)

| Couple of expressionl » expressionl (» el, e2 %)

| Let of string * expressionl * expressionl (» let x = el in e2 *);;
On note que dans cette premiere version, afin de simplifier le probleme, le type de I’argument
d’une fonction doit apparaitre explicitement. Toujours pour simplifier, on ne considere qu’un seul
type de base, Int, correspondant au type des entiers int. On ne considérera que des opérations
correspondant au type (int * int) -> int (par exemple Op "+").
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Question 3 Avec un systéme de types a la OCaml, I’expression suivante est-elle typable, et si
oui de quel type ?

Let ("f",
Fun ("x", Int, App (Op "+", Couple (Var "x", Const 1))),
App (Var "f", Const 2))

On donne les regles suivantes, permettant de dériver des jugements de typage sur le méme modele
qu’une preuve en déduction naturelle (x désigne une variable, n une constante, + une opération) :

Dx:tka:t 'k n:int '+ : (int % int) — int
Iz:tiFe:ty ke :t't =t They:t
Fl—(fun(:v:tl)—>e):t1—>t2 I‘l—eleg:t
Fl—elztl Fl—egttg I‘l—el:tl F,Ilﬁltll—egltg
F}—(el,eg):(tl*tg) Fl—(letx:elineg):tg

Question 4 Dériver le typage de I’expression précédente dans ce systeme.

Question 5 Ecrire une fonction print_typl : typl —> unit et une fonction
print_expressionl : expressionl -> unit affichantun type et une expression. L’ex-
pression précédente pourrait ainsi étre affichée comme :

let £ = fun x : int -> + (x, 1) in £ 2.

Question 6 Ecrire une fonction typ_expr : expressionl —-> typl prenanten argu-
ment une expression et renvoyant son type. La fonction levera une erreur si I’expression n’est pas
typable.

Indication : La fonction sera récursive et suivra les régles du systéme précédent. L’ environnement
I" seraencodé parun (string, typl) dict.

4 Inférence sans annotation

On consideére maintenant un systéme de typage dans lequel les types des arguments ne sont plus
annotés, et ou les types peuvent contenir des variables de type, par exemple fun x —> x de type
'a —> 'a.Onreprésente ces variables de type par des entiers, et on définit donc les types OCaml
suivant :

type typ2 =
| Int
| Arrow of typ2 * typ2
| Product of typ2 x typ2
| Tvar of int;; (» nouveau constructeur : variable de type x*)

type expression2 =
| Var of string
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Const of int
Op of string
Fun of string * expression2 (* plus d'annotation de type x)

\

\

\

| App of expression2 x expression?2

| Couple of expression2 x expression2
\

Let of string *» expression2 % expression?2;;
Question 7  Ecrire les fonctions print_typ2 et print_expression?2 correspondantes.

Dans toute la suite de cette partie, on ne considere que des expressions ne contenant pas de Let.
Les regles du systeme de typage sont alors :

Dx:tka:t 'Fn:int '+ : (int *int) — int
Dz:tiFe:ty I'kFe :t' =t Theg:t ety I'Fea:ity
'k (funz —e):t; =ty T'kFejeg:t 'k (e1,e2) : (t1 x t2)

Question 8 Donner une dérivation du jugement de type
Ffun f — fung — fune — f(gz): (1 =-2) = (0—1) -0— 2

ou 0, 1 et 2 sont des variables de type.
Remarque : cette expression peut recevoir d’autres types, par exemple

(int — int) — (int — int) — int — int

Tous ces autres types possibles peuvent se voir comme des cas particuliers du premier type, au sens
ou ils s’obtiennent par une substitution des variables de type. Ce premier type est donc un type le
plus général pour cette expression, et c’est un tel type le plus général que 1’on cherche a déterminer.

Puisque les types des arguments d’une fonction ne sont plus annotés, nous allons devoir initialement
associer une variable de type fraiche (i.e., qui n’a pas encore été utilisée) a une variable argument.
Cependant, une contrainte sur le type de cette variable argument peut apparaitre dans la suite de
la dérivation. Il faut alors stocker en mémoire une substitution, i.e., un dictionnaire associant a un
numéro de variable de type, un type le plus général dicté par ces contraintes.

Question 9 Ecrire une fonction appliquer : (int, typ2) dict -> typ2 -> typ2
prenant en argument une telle substitution et un type, et remplagant dans ce type chaque variable de
type apparaissant dans la substitution par son type associé.

Pour capturer les contraintes de type, nous allons utiliser I’algorithme d’unification de deux types :
il s’agit de trouver une substitution la plus générale qui rende les deux types égaux, ou de déterminer
que les deux types ne sont pas unifiables.

Par exemple, les types 0 — int et 1 — 2 sont unifiés par la substitution 0 — 1; 2 + int.

Les types 0 — int et 1 * 2 ne sont pas unifiables.
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Question 10 Ecrire une fonction récursive
unification : (int, typ2) dict -> typ2 -> typ2 -> (int, typ2) dict

prenant en argument la substitution codant les contraintes déja existantes, les deux types, et
renvoyant la nouvelle substitution, ou levant une erreur s’ils ne sont pas unifiables.
On pourra suivre les indications suivantes (¢ désigne un type, a une variable de type) :

— sur t, ¢, renvoyer la substitution courante ;

— sur t; — t},te — th, unifier ¢1 et to, puis ] et t};

— sur ty x t], o x th, idem;

— sur a,t,out,a: si aestune variable libre de ¢, échouer, sinon, substituer « par ¢ partout

ou « apparait dans la substitution et lui ajouter o + ¢
— dans tous les autres cas, échouer.

L’algorithme W détermine un type le plus général d’une expression sur un principe similaire a la
partie précédente, a la différence qu’une variable de type fraiche est affectée a la variable argument
d’une fonction, et qu’on met progressivement a jour une substitution rendant compte des contraintes
sur ces variables de type.

Question 11 Ecrire une fonction w : expression2 —> typ2 implémentant cet algo-
rithme. On rappelle qu’on ne considere que des expressions sans Let.

5 Inférence avec polymorphisme

Lors du typage d’une construction Let, il faut pouvoir généraliser le type attribué a la variable intro-
duite, pour que chaque occurrence de cette variable puisse recevoir une instanciation indépendante
de ce type. On a par exemple le jugement de type suivant :

let f =funz — xzin (f 1, f (1,1)) : int *(int * int)

On se donne alors le systeme de typage suivant, avec une nouvelle reégle pour le Let et une regle
modifiée pour les variables :

'+ : (int % int) — int I'-n:int
Dzt Fe:ty ke :t' =t Theg:t
'k (funz —e):t; =ty T'kFejey:t
The:t; They:ts F'kep:ty Tx:Gen(t,I')Feg:ty
Tk (e1,e2): (t1 *ta) 'k (letx =ejineg) : to
Lox:(Vay...an,t)Fxtlag < t1,...,an < ty]
avec les t1,...,t, des types quelconques, et Gen(¢,I") = Vaj...ap,t, ol ay,...,a, sont les

variables libres de ¢ qui ne sont pas des variables (de type) libres de T".

Question 12 Donner une dérivation du jugement de type précédent dans ce systéme.
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Question 13  Ecrire une nouvelle version de la fonction w implémentant I’algorithme W basé
sur ce systeéme.
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